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En theorie ergodique, nous avons le resultat suivant [3]. 
Soit T une contraction unitaire sur un espace de Hilbert, si la suite { Tnj,EN 
converge faiblement vers une projection P alors pour toute suite croissante 
d’entiers {kn}neN la moyenne arithmetique (l/n) Cf=, T% converge fortement 
vers P(x). 
Sucheston m’a demand6 d’etudier la generalisation de ce resultat au cas 
dune contraction operant sur un espace uniformement convexe. 
Ces resultats sont generali& dans deux cas: 
(1) A une isometric inversible sur un espace E uniformiment convexe 
dont le dual E* est strictement convexe, l’application de dualite J de E dans 
E* etant faiblement continue. Nous avons remarque qu’il etait possible dans 
ce cas de definir le J-adjoint d’un operateur T E 9(E), cette notion presentant 
des analogies avec la notion d’adjoint dans les espaces de Hilbert. Cette 
notion est deja implicitement contenue dans les travaux de Sullivan [ll, 121. 
(2) Au cas dune contraction normale sur un espace de Hilbert. Depuis 
que cette etude a CtC commende, de nombreux resultats dans cette direction 
ont et6 obtenus, en particulier par Jones [13] et par Akcoglu et Sucheston 
[14]. 11 semble cependant que la question posee par Sucheston reste ouverte. 
Le paragraphe IV donne une reponse affirmative a une question posee par 
Kakutani au Congres de theorie ergodique de Paimpol en 1971. 
I. NOTION D’OP&ATEUR 
j-ADJOINT DANS UN ESPACE UNIFOFWI~MENT CONVEXE 
A. Rtkdtats Prdiminaires 
A.1. On pourra trouver les definitions et resultats exposes dans 
graphe principalement dans [3, 2, 11. 
* equipe de recherche associte du C.N.R.S. no 250, 2e partie de These. 
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DEFINITION 1. Un espace de Banach est strictement convexe si 
COROLLAIRE 1. Un espace d Banach E &eel est strictement co vexe siet 
seulement si tout x* E E* atteint sa norme n au plus un point de la boule unite’ 
de E. 
DEFINITION 2. Un espace de Banach E est uniformement convexe si 
tel que: 
VE > 0 38(E) > 0 
V~,y~~:lI~ll=llYll=~, 
II x- y II 3 E =s II x+ y II < 2[1 - qE)l. 
DEFINITION 3. Un espace de Banach E est uniformement lisse i
tel que, si: 
VE > 0 38(E) > 0 
II XII = IIY II = 1 et II x-Y II < SC47 
Ilx+Yllu +4~II~II+Ilyll~ 
ProprW 1. Le dual d’un espace de Banach uniformement convexe 
(respectivement, uniformement lisse) est uniformement lisse (respectivement, 
uniformement convexe). 
ProprieS 2. Un espace de Banach E uniformement convexe st reflexif 
et strictement convexe. 
Proprie’te’ 3. Une suite (x,},~N d’elements d’un espace E uniformement 
convexe convergeant faiblement vers CC,, converge fortement vers x0 si et 
seulement si
lim II x, II = II x0 II .n-tm 
2. Applications de dualite. R+ designe l’ensemble des nombres reels 
positifs ou nuls, E est un espace de Banach, E* est son dual, si x E E et 
x* E E*(x*, X) designe ladualit- entre E* et E. 
DEFINITION 4. Soit yune application continue d R+ dans R+ strictement 
croissante telle que ~(0) = 0 et lim,,, v(r) = 00. 
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Une application J de E dans E* est dite application de dualite (associee a v) 
si et seulement si
VUEE, (J(u>> 4 = II 1~ II I uII 7
II J(u>lI = ~(11 u II)- 
Prop&b 4. (a) Pour tout espace de Banach E, il existe une application 
de dualite d E dans E* (non ecessairement univoque) associee a v.
(b) Si E* est strictement convexe, ilexiste exactement une application de 
dualite J pour toute fonction v verifiant lesconditions de la Definition 4. 
(c) Si E est reflexif et strictement convexe, alors l’application de dualite 
correspondant a chaque q est continue d E dans la topologie faible E*. 
DEFINITION 5. Une application de dualite J sera dite faiblement continue 
si elle st continue d E, muni de sa topologie faible, dans E*, muni de sa 
topologie faible. 
DI'ZFINITION 6. Dans un espace de Banach X, x sera dit orthogonal a y 
si et seulement si
Vk E C II x+ b II 3 II xII (nous noterons x w y). 
Cette, notion n’est pas symetrique en general. 
Propri&e’ 5. x est orthogonal a y si et seulement si, il existe x0* E X’* tel 
que 
(X0*7 4 = II x0* II I xII et (x0*, y)= 0. 
(cf. [7, ThCoreme 2.1 et Paragraphe 51). 
COROLLAIRE 1. Si E est un espace d Banach et E* est strictement co vexe, 
alors x w y si et seulement si 
(1x9~) = 0. 
Si x I+ y, on dira ussi que x est J-orthogonal b y. 
B. Notion d’Opt%ateur J-Adjoint dans un Espace lJniform&nent Co vexe 
Soit E un espace uniformement convexe, son dual E* &ant strictement 
convexe. Soit Jl’application de dualite d E dans E* associee a une fonction y 
possedant les proprietes d  la Definition 4. 
DEFINITION 7. Soit T un operateur deZ(E): si J-l tTJ appartient B 
Z(E), on dira que J-l tTJ est l’operateur J-adjoint de T (note T). 
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DEFINITION 8. Soit T E Z’(E) admettant un operateur J-adjoint: 
F = J-’ tTJ. 
(a) T sera dit J-normal o TT = i’T 
(b) T sera dit J-autoadjoint o T = T 
(c) T sera dit J-unitaire o Tlf = TT = I. 
PROPOSITION 1. Si T est une isome’trie de E SW E, alors T est J-unitaire. 
Dbmonstration. En effet, JT-lx est l’unique forme Ii&ire de E* telle que 
(JT-lx, T-lx) = 11 JT-lx I( 11 T-lx 11 = II JT-lx III/ x 11, 
et 
or 
II T-lx II= ~(11 T-lx II> = ~(11 x II) 
PJx, T-W = (Jx, 4 = dll xII> IxII 9
et 
II tTJx II < II Jx II = dll xII) 
or 
II xII I Jx II = t/x, 4 = VTJx, T-W G II tTJx II I xII < II Jx II I xII >
d’oh 
II tTJx II = II Jx II = dll xII) 
et, en vertu de l’unicid de la forme lineaire JT-lx, 
d’oh 
VXEE, IT-lx = tTJx 
T-1 = J-1 tTJ; 
i.e., T est J-unitaire. 
Remarque. Cette proposition meten evidence l fait qdil existe des 
operateurs ayant un J-adjoint: 
Dans [12], Sullivan etCohen ont introduit dans un espace de Banach la 
notion de F-projection d t nous rappelons le definition. 
DEFINITION 9. Soit 9 une fonction continue strictement croissante de 
R+ dans R+, une projection P d’un espace de Banach E dans lui m&me est 
une F-projection si 
Wll x II) = qii px II) + W(~ - PI (x)ll) VXEE. 
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DEFINITION 10. Dans un espace de Banach E, un sous espace X sera dit 
J-orthogonal au sous espace Y (ce que l’on otera X E- Y) si et seulement si, 
VxEX et VY E y, XHY. 
X et Y seront dits orthogonaux si et seulement si X t-+ Y et Y w X. 
PROPOSITION 2. Soit E un espace uniformhnent convexe dont le dual E* 
est strictement co vexe; alors une projection P deE est une $-projection (avec 
F(r) = Y~I(Y) Vr E R+) si et seulement si P et I-P sont J-autoadjoints. 
Dbmonstration. SoitP une projection deE telle que P et I - P soient 
J-autoadjoints; alors 
(lx, x) = (1.~ Px) + (Jx, (I- P) x) = {$PJx, Px) + (Yl - P) Jx, (I - P) x) 
= (I& Px) + (I(1 - P) x, (I- P) 4, 
d’oh 
II xII 94 x II) + II px II dll px II) + ll(I - P) x II qll(I - p> (x>ll , 
done P est une %-projection avec g telle que 
=%?) = v(r) Vr E R+. 
Reciproquement, soit P une T-projection avec $ comme precedemment; 
alors, 
Vz’zE, II zII dll x II) = II pz II dl pz II) + IIU - PI z II PW - p> z II)> 
en considerant z = Px + k(I - P) y, x, y E E, R E @. 
On en deduit que 
II px + v - P)Y II v(II px + w - P)Y II) 3 II px II v(II px II). 
q3 &ant croissante ceci Cquivaut 
ll~~+~(~--P)Yll3l/~~II, 
d’ou Vu E P(E), VW E (I - P) (E), et VK E C 
llu+W Hull. 
Soit P(E) ti (I - P) (E). De la m&me facon, en considerant 
z=(I-P)x+kP, 
on aurait (I - P) (E) H P(E). 
409/47/r-7 
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P(E) et (I - P) (E) &ant J-orthogonaux, 
soit 
Vx et y E E, (JP% (I - P)Y) = 0 
(J&y) - VPJP%Y) = a 
d’Oh 
JPx = tPJPx, VXEE 
de m&me en considerant (I - P) E w P(E), 
d’oh 
Vx et y E E, (JV - P) x, PY) = 0, 
soit, 
(JV- P)xt V - P)Y) = (JP- 4 (4,~) 
VXS~EE, t(I - P) J(I - P) x = J(I - P) x 
or P est une S-projection 
(Jx, x) = (J% Px) + (J(I - PI x, (I- P) x) 
= (“P JPx, x) + ( t(I - P) J(I - P) x, x), 
d’oh, en vertu de l’unicite de Jx, 
Jx = tPJPx + t(I - P) J(I - P) x 
et compte tenu de ce qui precede 
Jx = JPx + J(I - P) x, VXEE. 
En remarquant que (I - P) E F+ P(E) peut Cgalement s’ecrire, 
VXEE, tPJ(I - P) x = 0 
comme 
soit 
“PJx = “PJ(Px + (I - P) x) = tPJPx + tPJ(I - P) x 
tPJx = tPJx = tPJPx = JPx, 
ce qui achkve la demonstration du fait que, si P est une F-projection, alors 
P et I - P sont J-autoadjoints. 
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COROLLAIRE 2. (a) Pour toute S-projection P ettout xE E, on a 
Jx=JPxfJ(I-P)X. 
(b) Pour toute fanille jkie. de p-projections (Pi 1 < i < n), telle que 
p/c =p, 
Pi A Pi = 0 Vi et Vj avec i # j 
et pour toute suite d nombres complexes {ai1 1 < i < n} 
J ( gl aPi = gl J(aiPi(X))~ 
Dhonstration. Le (a) r&&e de la dkmonstration qui en est don&e 
dans la Proposition 2. 
(b) Soit 
y = f aiPi(x); 
i=l 
Pdy) = alPl(x) et (I - PI) (y) = i aiPi(x) 
i=2 
compte tenu de (a). 
Jr =J(alPIW + J (F3 aip4x)) 
comme 
P,(I - PI) y = azP&) et (I - PJ (I - PI) y = k aiPi(x) 
i=3 
on en dCduit de proche en proche 
JY = i J(aiPi(X>)~ 
i=l 
Or, d’aprhs un rksultat de Browder, E &ant uniformhment convexe et E* 
strictement convexe 
%EC=, Is,(t) E @ tel que JW = %Jw J(w) 
en effet /(tw) est l’unique forme lirkaire telle que 
Ww), tw> = II J(Wll II tw II et II JeJ>ll = AI tw II) 
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done si t = 0 prenons sW(t) = 0 et, si t # 0 et w # 0, 
et, en vertu de l’unicid, 
JW = suit) J(w) 
avec 
&(O) = 0, &) = 4 tw IO It I cpoT’ 
et 
s,(t) = 0 vtec. 
Si on considhe q0 telle que p)“(r) = r, Vr E R+, alors SW(t) = i, Vw # 0, et 
dans ce cas 
Si on place dans Lp avec p)(t) = @e-l, Vr E Rf, alors 
sw(t) = q si t f 0. 
De m&me Vt E C, 3,,,‘(t) E C tel que, 
avec 
VW E E*, J-l(tw) = SW’(t) J-‘(w) 
&‘(q = 9J-l(ll tw II) ItI -. 
~-“(ll w II> t
THBOR~ME 1. Soit dans 5?(E) B une algibbre oo&me complhe de F- 
projections, GZ l’al@bre faiblement ferm’e engendrke par9. Supposons deplus 
que SW’(t) est comme dans les exemples ci-dessus une fonction i d6pendante de w 
(notie s’(t)), continue de @ dam C et telle que s’(0) = 0. 
Alors 
%4 = s +,W914W (4 
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Tout optkateur de GY est J-normal. Si de plus on suppose q = q.+ alors la 
J-adjonction est involutive. 
Dt!monstration. 11 r&&e du ThCoreme 4.5 [l, p. 3581 que 02 est aussi 
I’algebre uniformement fermee ngendree par 9 et que GZ est isomorphe a 
l’algebre C(Q) des fonctions continues sur l’espace de representation Q de B
hyperstonien. 
Cet isomorphisme Ctant donne par 
C(Q) 3 h - s, h(w) Jdw), 
oh rl(-) est une mesure sur Sz telle que pour tout sous ensemble ouvert et 
ferme u de Q, A(a) E9. Nous designerons parg l’algebre ooleenne d s 
ouverts etfermes de Q. Soit TE @, alors il existe &-E C(Q) telle que 
TX = D M4 4W (4. s 
La notion d’integrale utilisee etant celle d  Dunford (cf. [6, p. 3401). 
On remarque que 
tTx’ =
s R h+) t-Ww) (4 ; 
en effet 
(TX, x’) = (x, tTx’) = s, #r(w) (A(dw) x, x’) 
= R &W (x, t4W (0. s 
Soit une suite de fonctions g, avec 
telle que lim,,, g,(w) = I&.( w sauf sur un ensemble de fl mesure nulle )
done rare. 
Alors 
s R g,(w) ‘4dw) (4 = $, ain t410,,) (~7 R 
converge fortement vers tTx, d’oh il resulte que J-l( sn g,(w)” A(dw) (x’)) 
converge faiblement vers J-l tTx’ lorsque ttend vers l’infini. 
Or 
100 G. BRAY 
Compte tenu du fait que les projections sontdes S-projections, 
J-’ (j&w t4w (4) = g S’(%,) t410fn) m4
qui converge faiblement vers 1-l tTx’ lorsque n tend vers I’infini. g,(w) 
convergeant vers I&.(W) sauf sur un ensemble de A mesure nulle, s’Ctant 
continue S[gJw)] converge v rs [#(w)] lorsque ittend vers I’infini sauf sur 
un ensemble de A mesure nulle t 
jl 4%) wo,n) (J-lx’) 
converge fortement vers 
d’oh 
J-’ tTx’ = R s[&(w)] tA(dw) (J-lx’). 
s 
Posant Jx = x’, 
et 
TX = J-” tTJx = s, s[&(w)] tA(dw) (x) 
T’T(4 = T%) = s, h(4 $,W41 t4W (4. 
Done T est J-normal. 
On remarque que 
F = s, s2[&-(w)] tA(dw) 
et l’opkration de J-adjonction est involutive si t seulement si
Remarque 1. On retrouve ici l’analogie av c la notion d’adjoint telle 
qu’on la trouve dans les espaces deHilbert. 
Remarque 2. l&ant donnC un ophateur T E S?(E), il serait ntkressant de 
rkpondre aux questions suivantes: 
(a) Peut-on caractkriser la classe d s T E .9(E) telle que p E 9(E) et 
Tp = IfT oh tout du moins est-il possible de donner des conditions suffi- 
santes pour qu’il en soit ainsi ? 
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(b) Si T E P(E) est J- normal, la sous algebre faiblement fermee de 
2?(E) engendree par T et T est-elle engendree par une algebre booltenne 
complete d 9-projections ? 
C. Quelques Exemples 
Soit (S, Z, CL) un espace de probabilite. Considerons leespaces LP(S, Z, cl) 
et Lm(S, Z’, p) que nous noterons respectivement Lp e L*. Soit U une iso- 
metric de LP sur LP et g E Lm. 
(a) L’operateur Tl de LP dans LP defini par Tlf = g Uf pour tout f
de LP est el que 
Flf = W(J-lg)f) et T E 9(LP). 
Si de plus, VII ELm et Vv ELP, U-l(h) = U-l(h) U-l(v) et si 
u-YgJ-W) = BJ%)P 
l’operateur est J-normal. 
Dhwnstration. 
plf = J-l tTlf or tT,Jf = tWJf), 
d’oh 
Flf = J-’ “UkJf) 
or U est une isometric de Lp sur LP done est J-unitaire d’oh 
Tlf = U-lJ-YgJfTf) 
or dans LP si on prend Jf = 1 f IP-1 sgn f; alors 
J-‘kJf) = (J-l&f, Tlf = U-YfJ-‘(g>>, 
TITlf = U-YgJ-Ydf), et T&f = gJ-Ydfv 
et compte tenu des hypotheses faites TrTl = Tl Tl . 
(b) L’operateur T, de LP dans LP defini par 
Qf ELp, Tzf = U-TNf) 
est J-normal et
Tzf = WJ-l(g) Uf). 
Le calcul est analogue aucalcul precedent. On trouve 
%T,f = T&f = WgJ-l(g) Uf1. 
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II. UN RBSULTAT DE TH~ORIE ERG~DIQLJE 
T&OR&ME 2. Soit E un espace de Banach dont le dual E* est strictement 
convexe, l’application de dualite d E dans E* e’tant faiblement continue. Soit T 
une isornetrie inversible SW E telle que la suite (TnjneN converge faiblement vers 
un opkateur de projection P sur E lorsque n tend vers l’infini. Alors, pour toute 
suite croissante d’ ntiers {ki}ieN , ki E N ; et pour tout x de E, (l/n) Cy=, Tkix 
converge fortement vers P(x). 
DtGnonstration. 11 est facile d  voir qu’il suffit de se restreindre a 
x E Eo = {x [ Px = O}. En effet des CgalitCs 
(Tn+lx, y) = (T”Tx, y) = (TT”x, y) = (Tnx> ‘TY). 
I1 rbulte, nfaisant tendre n vers l’infini et compte tenu des hypotheses, 
que 
TPx = PTx = Px, 
ce qui implique Px = x o TX = x et 
n T&ix 
c 
-- Px = n-l 
i-1 n 
i T”‘(x - Px) 
id 
avec x- Px E E,, .
Soit xE E,; montrons que 
tend vers zero lorsque n tend vers l’infini. 
Or, d’apres laProposition 1, T est J-unitaire d’oh 
tT”iJ = JT-“9 
l’expression precedente estdone Cgale a
i l(J(f $k),x) 
i=l n i=l 
lorsque n tend vers l’infini si onfait d’abord tendre i vers l’infini j &ant fix& 
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Tki+x - 0 (- designe laconvergence faible), t 
$ gl T’“i-“ix -+ 0, 
comme J est faiblement continue 
(J (i T’C”-k’sn-l) , x) ---f 0,
i=l 
et la moyenne arithmetique de ces quantites nd aussi vers zero. 
La fonction 9”qui d&nit l’application de dualite J &ant continue stricte- 
ment croissante, il en est de m&me de la fonction 9, definie par 
S(Y) = Y~I(Y), VY E lR+, qui admet une fonction reciproque continue t lle 
que F-‘(O) = 0. 
On vient de demontrer que 
11 en r&&e que 
ce qui acheve la demonstration du theoreme. 
III. CAS D'UN OP~RATEUR NORMAL 
T&O&ME 3. Soit T une contraction normale SUY un espace d Hilbeyt ~2’ 
telle que la suite {Tn},,sN conveyge faiblement ve s un ophateuy deprojection P. 
Alors pour toute suite cyoissante d’entiers {kn}noN etpour tout xE E, la suite 
Tk,x + Tkzx + *a. + Tknx 
n 
converge fortement vers Px Vx ES?. 
Dhonstratim. Soit GZ la W*-algebre engendrte par T. GZ est isomorphe a 
l’espace desfonctions continues C(A) sur le spectre ..A! de171 qui est hyper- 
stonien. Soit ys E C’(d) l’image d’un operateur S de GZ par l’isomorphisme 
de Gelfand et soit A la mesure spectrale surA, on a 
104 G. BRAY 
La suite {Tn}nsN convergeant faiblement vers P, alors P E 62 et 
P(x) = s, lo(m) 4w (4 
oh 0 est un sous ensemble ouvert et ferme de JY. 
L’hypothbse se traduit par 
vx, YE *, i-2 j-, MY4 - Mm)] <em) x, y> = 0, 
T Ctant une contraction 1 qr(m)i < 1. 
Posons 
~l={mlm~~ et I d41 = 11 
et 
~,=(m~rn~.A et I 944l < 11. 
VmeA$, lim q&m) = 0. n+m 
L’ensemble .ks peut Ctre remplace par un ensemble ouvert et ferme 4s’ 
qui differe de Aa par un ensemble rare done de mesure (d(dm) x, y) nulle 
pour tout x et tout y de X. Alors, d’apres letheoreme de convergence 
dominCe de Lebesgue 
D’oh en designant par k’r’ l’ensemble ouvert et ferme complementaire 
.4?s’ qui differe de &!r par un ensemble rare done de mesure (A(dm) x, _ 
de 
Y> 
nulle pour tout x et tout y. 
lim n-xc I ~~, h”(m) - W41<4W x, Y> = 0. 
(Dans cette formule, onpeut d’ailleurs remplacer AI par MI). 
DCmontrons maintenant que, Vx E E,, ou IV?,, = {x 1 x E YPx = 0}, 
T'nx, 2 Tk%) 
p=1 
= -$ f i (TkqTkpx,x) 
p=1q=1 
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l%udions d’abord 
or, d’apres cequi precede 
Maintenant faisons tendre n vers l’infini 
Le crochet st la moyenne arithmetique de quantites quitendent vers zero 
done il tend vers zero lorsque n tend vers l’inifini. L’expression qui est une 
moyenne arithmetique de quantites qui tendent vers zero tend vers zero. 
l%udions maintenant 
DCsignons par & la restriction de vTa A’I~ . L’expression s’ecrit alors 
Faisons tendre n vers l’infini et remarquons que d’apres l’hypothese 
et comme pour l’integrale &endue B A!, la limite est nulle ce qui acheve la 
demonstration du theoreme. 
Remarque. Ce rCsultat s’etend sans aucune difficult6 au cas d’un operateur 
J-normal appartenant  la sous-algebre de 9(X) (ou x est uniformement 
convexe) faiblement fermee engendree par une famille booleenne d S-pro- 
jection. Mais ceci presente p u d’intCr&t tant qu’on e sait pas repondre B 
la Remarque 2(b). 
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IV. UN THJ?OR~ME D’EXISTENCE 
La demonstration qui suit est basee sur un lemme de Kakutani [15] et est 
t&s voisine d la demonstration de son theoreme [15]. 
LEMME. Soient E un espace uniform&ment convexe et {x,,},,~ unesuite 
d’t%!ments de E telle que pour tout nI/ x, 11 < M et qui converge faiblement vers 
~670. Alors, il elite une sous uite {x,,}~~~ (1 < m, < m2 < .--) extraite de x, 
telle que 
0 = max($, 1- S(g)) < 1 
est une co&ante indipendante de lasuite do&e. 
6 est le module d’uniforme convexite defini par la condition: 
tel que 
VE > 0, 38(E) > 0 
II x-Y II 3 6 max{ll x II ,II Y II) =+II@ + YP II 
6 (1 - s(4) max(ll x II ,II Y It). 
THI?O&ME 4. Soit E un espace uniform~ment convexe siparable, et soit T, 
une suite d contractions de E telle que pour tout xE E T,,x converge faiblement 
vers 2.470. Alors, il existe une sous uite croissante d’entiers nj telle que les 
moyennes deCharo (l/p) CyX, T -ix convergent forte??lent vers xkrop ur tout 
x E E. 
Dhnonst7ation. Soit S = {x~}$~N une suite totale dans E avec jl xk II = 1. 
I1 suffit deprouver que le theoreme est vrai pour tout xk E S. 
Soit la suite 
Tzx, ,... , T-x, ..., avec II TpxI II G 1 W). 
Alors, ilexiste une sous uite {m,l},,N,pzl d’entiers telle que 
1 < mI1 < mzl < ... < mP1 < -.a, 
et qui verifie 
VpE N et P 2 1, 
II &“m;p~lx~ + Tm:,xJll G 0,
oh ~9 aCtC defini dans le Lemme. 
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Pour tout x= Ax, + (1 - A) x, (A E [0, l]), considkrons la suite 
wi?a,lx + c?p),..., wn2’*-1x + L2’p4, 
alors 3 existe une sous uite croissante d’entiers {wz~~}~~~ extraite de la suite 
b%,~,~h telle w
oh 0 est indkpendant de la suite don&e done de x. Si h = 1, x= x1 et M = 0 
d’aprhs lapremikre partie; si h= 0, x = x, et M = 1. 
Par conskquent, 1’inCgalitC c  dessus nous donne, pour x = x1 , 
et, pour x = x2, 
pour x = xi avec i > 2, ces sommes de quatre termes ont Cvidemment 
majorkes par 1. 
Poursuivons le raisonnement parrkcurrence. Supposons que 2 1’Ctape n 
nous ayons trouvC une suite {wz,“},,~ telle que les blocs dyadiques de
longueur 2”, 
soient major& par @+l-p our x = x9 (p = 1,2,..., ?z) etpar 1 pour X == X9 
(P > 4 
ConsidCrons alors une suite de tels blocs dyadiques obtenue en supprimant 
le premier de ces blocs (k > 0) et avec 
n+1 
x = c xxi , xi E R, Xl + A2 + *** + P = 1, 0 < x 
i=l 
(i = 1, 2 )...I n), 
T m&“+lx + T?n&“+lx + --* + T?nyk+l,r” 
X&n = 2* , 
k > 1. 
Par application du lemme, il existe une sous suite d’entiers (ki}tEN telle que 
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Posons alors 
n+1 
"1 = rni 2n+l ,..., rniz’ = mn 
nil n+1 
0 
lko+1J2n ,m2n+1 = milsnfl ,..., m2n+l 
n 
= mck1+1,2n , mzyg+l = m$+, ,-., mzi,,n = m~kif2,2n ,... -
L’inCgalitC ci dessus ’ecrit 
Posons hr = 1 pourpE{l, 2,..., n}; alors x = x1, et d’aprb l’hypothbe de 
recurrence M = On+l+, done pour x = x, (p E (1,2,..., n})le bloc dyadique 
correspondant note xZ;~-~’ est tel que 
Sip=n+l, on a x=x,+r et le bloc dyadique st major6 par 19. Pour 
p > n + 1, les blocs dyadiques sont major& par 1, ce qui acheve ce raisonne- 
ment par recurrence. 
Construisons alors la sous suite {TnS}pEN en posant 
fll Y l=l n2 = mll, n3 = mJ,..., 
2, nz9 = m, 9 ,..., n29+l-1 = m2” ,..., 
et montrons que pour tout xi E S les moyennes de CCsaro 
convergent fortement vers zero. Soit p tel que r2Q < p < (r + 1) 2Q, 
retpEN; alors 
II 
Tnpi -I- Tn,xi + ... i- Tnyxi 
P II 
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d’oti enremarquant que le second terme de cette somme est une somme de 
x$ avec k = 1,2 ,..., (7 - 1). On a, si Q > i, 
d’oti 
II 
Lpi fT,,x, -t --* + Tn,,x,x, 
j/A 
< (29 - 1) + (r - 1) @+1-i) + 29 
P P 
Faisons tendre Y vers l’infini; alors p -+ co et 
Mais, comme 4 est arbitraire et que 0 < 1, on a 
pour tout x, E S, ce qui achkve la dkmonstration. 
BIBLIOGRAPHIE 
1. W. G. BADE, On boolean algebras of operators and algebras of operators, 
Trans. Amer. Math. Sot. 80, 345-360. 
2. F. E. BROWDER, On a theorem of Beurling and Livingstone, Can. J. Math. 
17 (1965), 367-372. 
3. F. E. BROODER, Problemes nonlineaires, Universite d Montreal Lectures Notes, 
Summer, 1965. 
4. A. BRUNEL ET M. KEANE, “Ergodic theorems of operators sequences.” 
5. M. DAY, “Normed linear spaces,” Ergebnise der Mathematik, Springer, Berlin, 
1962. 
6. N. DUNFORD, Spectral operators, Pacific 1. Math. 4 (1964), 321-354. 
7. W. F. EBERLEIN, Abstract ergodic theorems and weak almost periodic functions, 
Trans. Amer. Math. Sot. 67 (1949), 217-240. 
8. R. C. JAMES, Orthogonality and linear functionals in normed linear spaces, 
Trans. Amer. Math. Sot. 61 (1947), 265-292. 
9. R. C. JAMES, “Inner Products in Normed linear spaces.” 
10. G. KOTHE, Topologische Lineare Riiume, Springer, Berlin, 1960. 
Il. F. E. SULLIVAN, “A norm characterisation of real L’ spaces,” Doctoral dissertation, 
University ofPittsburgh, 1968. 
12. F. E. SULLIVAN ET H. B. COHEN, “Von Neumann Algebras in Banach Spaces of 
the type US and UR.” 
110 G. BRAY 
13. LEE KENNETH JONES, “A mean ergodic theorem for weakly mixing operators.” 
14. MUSTAFA AKCOCLU ET L. SUCHFSTON, “An operator convergence in Hilbert space 
and in Lebesgue space.” 
15. S. KAKUTANI, Weak convergence in uniformly convex spaces, Tohoku Math. 
J. 45 (1988), 188-193. 
